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Capitolul 1

Functi primitivabile

=

In acest capitol vom iniroduce o clasi importanta de functii resle si anume clasa
tunctiilor care admit primitive Conceptul de primitiva leaga intre ele doui con-
cepte fundamentale ale Analizei Matematice: derivata si integrala Vom aborda prob-
lemmie de naturd calitativd privind studiul existentel primitivelor precum si de natura

calculatorie relative la metode de calcul de primitive.

1.1 Probleme care conduc la notiunea de primitiva

]

S

Presupunem ¢& un corp este aruncat din punctul (zg, yo), unde za = {0} = 031 yo = y(0),

. P . S . . o
stib unghiul 8 € {0, 3). cu viteza initialda vy {ra/s) Atunci componenta orizontald a

p4

TN

=

vecternlul vitezd la momentul ¢ == 0 este wvgcosd, iar componenta verticala este
vg sind,
In cele ce urmeazi neglijam rezistenta aerului gi faptul ca pamantul nu este plat.
Atunci viteza corpului in directia orizontald (axa Ox) este constanti, adicé
2'(t) = vocosd, oricare ar fi t > 0.
Urmeaza ci z(t) = (vgcos @)t -+ ¢g, oricare ar fi £ > 0 Cum 2{0) = 0, obtinem c# ¢y = 0
31 deci
2(t) = (vo cos@)t, oricare ar fi t > 0.
Pe de alta parte, aceeleratia in directia verticala (axa Oy), in lipsa rezistentei aeru-
lui, se datoreazi numai gravitatiei, adicd avem
y"{t) = —g, oricare ar fi { > 0,

(unde g ~ 9,81 cm/s? este acceleratia gravitationals). Rezultd ci

y'(t) = —gt + ¢1, oricare ar fi £ > 0,
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gl cum y/(0) = vpsind, obtinem ci ¢ = vosinf g deci
y/(_t) = —gt+ vgsinf, oricare ar fi t > 0.

. 1
De aici deducem ci y(t) = ——jt +(vosin®)é+tes, oricare ar fi £ > 0. Tntrucat y(0) = yo,
obtinern ¢ ¢y = yo. Asadar

b, . . .
y(t) = —;gtz + (vgsin B}t + yg, oricare ar f ¢ > 0.
Elintinand parametrul ¢, obtinem ecuatia carteziani explicita o traiectoriei corpului
g

Toozg’ 2? + (tg @)z + yo, oricare ar fi z > 0.
vy cos? @

Y = —

Aplicatie: Un tenisman loveste mingea la o indltime de 50 cm de sol trimitand-o pe

o tralectorie inclinatf la 45° fatd de orizontala, cu viteza initiali de 72 km/ord. Neglijand

rezistenta cerului, trajectoria mingii este o parabol a cirei ecuatie se cere. Care este

iniltin:ea maximi la care a. Junge mingea? La ce distantd de tenisman, mingea atinge
solul?

72000

In aceasts aplicatie, vo = 72 kimm/h= ——_ m/s= 20 m/s §i yo = 50 cm=

3600 -

DO =

Ecuatia traiectoriei este

1
Yy = —%012 + x4+ 5 unde 2 > 0.
In3 Itimea maximéi la care ajunge min gea este
LA, A T g 1 ,
Ymax = — E L= LOO = m -+ 5 o) ]0, 69 m.

100

Mingea atinge solul cind y = 0, adici pe z 1l aflim rezolvand ecuatia

9 22
=0, 2> 0.
BT +3 20
1+ \/1 -+ }_0_6
Solutia convenabild este g2 = g ~41,26 m.
200

Se considerd o bil§ de masi m care cade, la momentul £y = 0, de la o anumits inaltime
Se presuptne i rezistents serului este direet proportionald cu viteza bilei. Ne punem
problenia determinarii vitezel bilei tn fiecare momen ¢ > 0. In acest scop s4 notam cu
¢ factorul de proportionalitate, iar cu wlt), respectiv a(t), viteza si respectiv acceleratia
bilei la mivmentul ¢ Atunci

ma(t) = mg — cv(t), oricare ar f ¢ > 0,
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unde g este acceleratia gravitationald. Tinand seama ci acceleratia este derivata vitezei,

relatia precedents devine

7
. y -1 mo et
o (t) + £v\zf) = g sau <v(t)(;m - q—cm) =0, oricare ar i £ > 0,
m

- ¢
Utilizand consecinta teoremei lui Lagrange care afirms ci o functie derivabili care are
derivata nuld pe un interval este constanti, rezults ci existi K € R, astfel incat

N7 gm gt . .
v(t)em = J—em + K, pentru orice t > 0,
&

de unde se deduce formula de calcul pentru ().

Se considerd un mediu cu temperatura constanta Th = 60°C in care se scufunds un corp
aflat initial la 180°C. Se presupune ci viteza de ricire a corpului la momentul ¢ > 0 este
direct proportionald cu diferenta dintre temperatura T'(t) a corpului si temperatura Th
a lnedivlui. Ne propunem si aflim dups cit timp temperatura corpului ajunge la 90°C,
gtilnd ¢4 dupd un minut temperatura a coborat ls 120°C.

Sa notdm cu ¢ factorul de proportionalitate. Deoarece T'(0) = 180° > Ty = 60° si
T este o functie continui, rezultd cd existd un interval T = [0,%y] cu ¢y > 0, inclus in
multimea {t > 0: T(¢) > Ty},

Prin ipoteza avem c& T7(t) = o(Ty — T'(t)), ceea ce se mai scrie si astfel

(1)

m = csau (In(T'(t) — 7o) +ct) = 0, oricarc ar fi t € .
fo — 4 (L)

De aici rezultd ci existy K € R astfel incat In(T(¢) — Ty) + ¢t = K, oricarc ar fi ¢ € ],
Tinand seama c& T'(1) = 120°, rezulti K = ¢ 4+ In 60 si deci

In(T(t) - 76) = ¢+ In 60 — ct.

. ) . ) In2+¢ |
Daca T'(¢)) = 90, atunci In30 = ¢ 4 In 60 — ¢t; si deci t; = ——— minute.
c

la o reactie chimicd participd doua substante A si B. Initial din substanta

resupunem ¢
A sunt a moli, iar din substanta B sunt b moli. In timpul reactiei fiecare moleculi din
substania A are nevoie de o mioleculd din substanta B Ne intereseazi numirul de moli
intrati in reactie pani la momentul £ > 0.

S& notdm cu 2(t) numédrul de moli intraf in reactie pani la momentul ¢ > 0. Se stie
cd viteza de reactie este proportionald cu produsul cantititilor de substantd care nu au

intrat incd in reactie. De aici deducem imediat ci

2(1) = k(a - 2(8))(b — 2(£)),

—
—
S
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constanta k frind determinatd experimental. Din (1) obtinem

o (1) N
: ("t’j - — = k(b—a), sau lnb——l(,t_) = k(b —a),
a—2(t) b—x) a — a(t)

de unde, in baza consecintel teoremei de medie a lui Lagrange, rezults

b—2(t)

1na—a:(‘l?)

= k(b—a)t +c (2)

Daci la momentul £ = 0, numérul de moli intrati in reactie este 2(0) > 0, atunci obtinem

atb— (0N ' — o —a(0)) ,
(6 — 2(0))ehlb-a)t oy — rrg) * ° =
In exemplele precedente ne-am conlruntat cu problema determniniirii unor functii la,

Din (2) deducew: ci 2(f) =

care se cunoagte derivata

1.2 Primitive. Integrala nedefiniti a unei functii

In caleulul diferentist s-a considerat problema calenlirii derivatei unet functii deriv-
anile date. Este posibil s& mversim aceastaproblems in sensul schimbarii rolul functiilor
cunoscute gi caictlave. Ajungem zstfei la

.’T)Pﬁni’gia .
Fie I} o subsudtime nevicic s muliiraii numerelor reale R, /D — R o functie si [
Po submultime nevids a multini O Spunem cé functia f admite primitive (sau o 4
| este primitivabila | pe £ daca exista o funetie F ;T — R astfel incat: -

1) funetia F este dorivabila pe |

:ii) 'z} = f(a), oticarear iz 2 [
Daca functia f admite primitive pe multinea de definitie D). atunci spunem simplu

ca fune le f wdnnte pmmltlve (sav ¢ estP ’)runltivablla\

Funct;la f R— R definita, prin f(z) = 322, oricare ar fi z € R, admite primitive pe R
deoarece functis derivabils F : R -» R definits prin F'(z) = 2%, oricare ar fi z € R, are
proprietates ¢& F'(x) = /(x), oricare ar i > € R.

Farctia 0 (Gyaf - R definiti priv £ (x) =sinz, oricare ar fi z € (0, 7], admite primitive
w2 (0 S deosrace funstio derivabild 1 (0, 7] — R, definit4 prin F(z) = - cosz, oricare
o (O, ere proprietatea X FY{x) = flz), oricare ar fi = € (0, 7).
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Definitia 2.2.
Fie 1) o subimltime nevida a multimii munerelor reale B, £ D — K o functie si [ o
submultime nevida a multimit 20 Se numeste primitiva a functiei f pe nmitimea
I orice functie F': [ -+ R care satislace urmitoarele proprietati:

i) functia £ este derivabila pe I

=)

Daca Feste o primitivi a funet,

i) #(x) = f(&), ovicare ar fi @

£]

F pe multimea de definitie D a funciiel f, atunci
se spune simplu ca functia Feste primitiva a funcliei f

“ie foR

prin I'(z) =

Teor;ema 2.1.

Fie I un interval nedegenerat din B si [ 2 f — R o {unctie
' Dacat Fy T — Bosi By 0 I — R sunt doud primitive ale functiei f pe I, atunei
exista un numar real ¢ astfel meit

Fye) = Fy(a) + e oricare ar i 2 & [.

(Oricare doud primitive ale unei funetii primitivabile diferd printe-o constanti),

2° Daca F @ | — [ este o primitiva fixati a functiel f, atunei pentru fiscare primitivi
Gl —Ralui f pe I, exista un numar real ¢, astlel incat Gz} = Fx) + ¢, oricare
arfice I

Observatia 2.1, In teorema anterioari, jpoteza ca [ este interval este esentiali.
Intr-adevir, pentru functia f : R\{0} — R definitd prin f(z) = 0, oricare ar fi z € R\ {0},
functiile F1, Iy : R\ {0} — R definite prin

0, dacd 2z <0

Fi(x) =0, oricare ar fi € R\ {0}, respectiv Fao(z) = 1. daciz >0,

sunt primitive ale functiei f pe R\ {0}. S& observdm ci nu existd ¢ € R ca si avem
Lo (x) = Fy(x) + ¢, oricare ar i z € R\ {0}. Subliniem ci R\ {0} nu este interval

Definitia 2.3.

Fie I wn interval din R si [0 1 — B o funciie care admite primitive pe /. Multimea

futuror primitivelor Jui [ pe / se numeste integrala nedefinita a functiei f pe /
|stose noteaza cu simbolul [ flo)da se citeste Vintegrala din f{2)dz™).

Operatia de caleulare a prinitivelor unel funetii care adimite primitive se numeste

integrare
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Mentiondm ci simbolul / f(x)da trebuie privit ca o notatie indivizibila, adici

partilor | sau dz, luate separat, nu li se atribuie nici o semnificatie.
Conform observatiilor de mai sus, rezultd i dacs, funetia f : I — R admite primitive

pe L5l F': I — R este o primitivi a functiei f, atunci / f(z)dz = {F+c:ce R}

Prirt urmare, pentru determinarea multirmii / fz)de, adicd a multimii primitivelor
tuncti- ei f pe I, este suficient s4 determinam una dintre acestea, pentru ca oricare alta

diferd printr-o constants.

1.3 Operatii cu functii care admit primitive

Am vizut of dack f I — R este o functie care admite primitive pe [, atunci
multimea primitivelor sale este o multime de functii inelusé in multiniea tuturor functiilor
F:I—-R

Ne punen: acum problema. operatiilor cu functii care admit primitive si sé vedem
daca este posibila stabilirea unor rezultate analoage cu cele din calculul diferential, unde
avem, de exemplu, ¢ derivata sumei este egald cu suma derivatelor. Pentru a extinde
acest rezultatl In cazul primitivelor trebuie si definim operatii cu multimi de functii.

Fie [ un interval din R si F (I, R) multimea tuturor functiilor definite pe 1 cu valori
inR. Daca G si H sunt submultimi nevide ale lui (I,R) si o este un numar real, atunci

G+H={f:T—>R:existh g GsihecH astfel incat =g+ h},

of ={f I — R:existi g € G astfel incit f = ag}.
Dacs G este formati dintr-un singur element g, adica ¢ — {go0}, atunci n loc de
G+ M= {g5} +H vom scrie simplu gy + H.
In cele ce urmeaza vom nota cu C multimea tuturor functiilor constante definite pe

[ cu valori in R, adic
C={f:T—-R:existi ¢ € R astfel incat f(x) = ¢, oricare ar fi 2 € [}

Se constatd imediat ci:

a) C+C =;

b) o€ =C, oricare ar i a € R, @ # 0,
adicd suma a doui functii constante este tot o functie constanta, iar o functie constants
inmultitd cu un numér real este (ot o functie constants

Cu aceste observatii, 3 ne reamintim ¢ daci Iy I — Reste o primitivé a functiei
f 11— R peintervalul I C R, atunci orice alts primitivi £ : ] — R alui f pe / este de
forma F = Fy + ¢, unde ¢: I — R este o functie constanti, adicd ¢ € C. Atunci

/ flz)de = {F € F(I,R) : F este primitivi a lui Jfpel}=



